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Данная статья является продолжени-
ем статьи о комбинаторных задачах по 
геометрии для учащихся 7–9 классов [1]. 
В ней мы рассмотрим комбинаторные за-
дачи по геометрии для учащихся 10–11 
классов, направленные на формирование 
комбинаторных представлений и разви-
тие комбинаторного мышления учащих-
ся. Часть из них имеется в учебнике гео-
метрии [2]. Рекомендуем также книгу [3], 
в которой имеются комбинаторные задачи 
по геометрии повышенного уровня труд-
ности.

1. Прямые и плоскости в простран-
стве.

1.1. Сколько плоскостей проходит че-
рез различные тройки из: а) четырёх; б) 
пяти; в)* n точек в пространстве, никакие 
четыре из которых не принадлежат одной 
плоскости?

Р е ш е н и е. Поскольку плоскость одно-
значно задается тремя точками, не при-
надлежащими одной прямой, то число 
плоскостей равно числу сочетаний из n 

по три, то есть равно 3 ( 1)( 2) .
6n

n n nС − −
=

1.2. Сколько плоскостей проходит через 
различные пары из: а) трёх; б) четырёх; 
в)* n параллельных прямых в простран-
стве, никакие три из которых не лежат в 
одной плоскости?

Р е ш е н и е. Поскольку плоскость одно-
значно задаётся двумя параллельными 
прямыми, то число плоскостей равно чис-
лу сочетаний из n по два, то есть равно 

2 ( 1) .
2n

n nС −
=

1.3. Какое наибольшее число прямых 
может получиться при попарных пересе-
чениях: а) трёх; б) четырёх; в)* n плоско-
стей?

Р е ш е н и е. Наибольшее число пря-
мых получается, если каждая плоскость 
пересекается с каждой и никакие три 
плоскости не пересекаются по одной пря-
мой. В этом случае каждая прямая одно-
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значно определяется парой плоскостей. 
Следовательно, наибольшее число пря-
мых равно числу сочетаний из n по два, 

то есть равно 2 ( 1) .
2n

n nС −
=

1.4. На какое наибольшее число частей 
могут разбивать пространство: а) две; 
б) три; в) четыре; г)* n плоскостей?

Р е ш е н и е. Выясним, на сколько мо-
жет увеличиваться число частей про-
странства при добавлении новой n-й пло-
скости к уже имеющимся (n – 1)-й пло-
скости. Количество частей пространства, 
которые разбиваются на две части n-й 
плоскостью, равно количеству частей n-й 
плоскости, на которые она разбивается 
линиями пересечения с имеющимися (n 
– 1)-й плоскостями. Так как число таких 
линий равно n – 1, то наибольшее число 

частей n-й плоскости равно ( 1) 1.
2

n n −
+  

Следовательно, наибольшее число частей 
пространства равно сумме

( 1)1 1 2 4 7 ... 1 .
2

n n − + + + + + + + 
 

Для нахождения формулы для этой 
суммы представим её в виде

( 1)1 1 3 6 ... .
2

n nn − + + + + + + 
 

Воспользуемся равенством 
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 2) .

2 6 6
n n n n n n n n− − + − +

= −

Тогда
( 1)1 3 6 ...

2
n n −

+ + + + =  1+ (4 – 1) + (10 

– 4) + … +

( 1) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1) ( 1)... .
6 6 6

n n n n n n n n n− + − + − + + + − = 
 

Следовательно,
( 1)1 1 2 4 7 ... 1

2
n n − + + + + + + + 

 
 = 

( 1)( 1)1 .
6

n nn − +
+ +

2. Многогранники. Приведём не-
сколько примеров комбинаторных задач 
на многогранники. 

2.1. Сколько диагоналей в: а) треуголь-
ной; б) четырёхугольной; в) пятиугольной; 
г) шестиугольной; д)* n-угольной призме 
(рис. 1)?

Р е ш е н и е . В n-угольной призме диа-
гоналями являются отрезки, соединяющие 
вершины оснований и не лежащие в бо-
ковых гранях призмы. Число таких отрез-
ков равно удвоенному числу диагоналей 
n-угольника. Как было показано в статье 
[1], число диагоналей n-угольника равно 

( 3) .
2

n n −  Следовательно, число диагона-

лей n-угольной призмы равно n(n – 3).
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2.2. Сколько осей симметрии имеет 
правильная: а) треугольная; б) четырёху-
гольная; в) пятиугольная; г) шестиуголь-
ная; д)* n-угольная призма (рис. 1)?

Р е ш е н и е. Если n нечётно, то ося-
ми симметрии являются прямые, прохо-
дящие через середины боковых рёбер и 
центры противолежащих боковых гра-
ней. Число таких прямых равно n. Ес-
ли n чётно, то осями симметрии являют-
ся прямые, проходящие через: середины 
противолежащих боковых рёбер; центры 
противолежащих боковых граней; цен-
тры оснований призмы. Общее число осей 
симметрии равно n + 1. Если правильная 
четырёхугольная призма является кубом, 
то имеются дополнительные оси симме-
трии, проходящие через середины про-
тиволежащих сторон её оснований. Чис-
ло этих осей симметрии равно 4. Общее 
число осей симметрии в кубе равно 9.

2.3. Сколько плоскостей симметрии 
имеет правильная: а) треугольная; б) че-
тырёхугольная; в) пятиугольная; г) ше-
стиугольная; д)* n-угольная призма 
(рис. 1)?

Р е ш е н и е. Если n нечётно, то пло-
скостями симметрии являются плоскости, 
проходящие через боковые рёбра и цен-
тры противолежащих боковых граней, а 
также плоскость, проходящая через сере-
дины боковых рёбер призмы. Общее чис-
ло таких плоскостей симметрии равно  
n + 1. Если n чётно, то плоскостями сим-
метрии являются: плоскости, проходящие 
через боковые рёбра и центры противоле-
жащих боковых граней; плоскости, про-
ходящие через центры боковых граней 
и перпендикулярные плоскостям основа-
ний; плоскость, проходящая через середи-
ны боковых рёбер призмы. Общее число 
таких плоскостей симметрии равно n + 1. 
Если правильная четырёхугольная при-

зма является кубом, то имеются допол-
нительные плоскости симметрии, прохо-
дящие через противолежащие стороны её 
оснований. Число этих плоскостей сим-
метрии равно 4. Общее число плоскостей 
симметрии в кубе равно 9.

2.4. Сколько осей симметрии имеет: а) 
правильный тетраэдр; б) куб; в)* октаэдр; 
г)* икосаэдр; д)* додекаэдр (рис. 2)?

а) б) в)

г) д)

Рис. 2

Р е ш е н и е. а) Осями симметрии пра-
вильного тетраэдра являются прямые, 
проходящие через середины противоле-
жащих рёбер. Число таких прямых равно 
3; б) как было показано ранее, число осей 
симметрии куба равно 9; в)* осями сим-
метрии октаэдра являются прямые, про-
ходящие через противолежащие верши-
ны, а также прямые, проходящие через 
середины противолежащих рёбер. Общее 
число таких прямых равно 9; г)* осями 
симметрии икосаэдра являются прямые, 
проходящие через середины противоле-
жащих рёбер. Число таких прямых равно 
15; д)* осями симметрии додекаэдра яв-
ляются прямые, проходящие через сере-
дины противолежащих рёбер. Число та-
ких прямых равно 15.
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2.5. Сколько плоскостей симметрии име-
ет: а) правильный тетраэдр; б) куб; в) окта-
эдр; г) икосаэдр; д) додекаэдр (рис. 2)?

Р е ш е н и е. а) Плоскостями симметрии 
правильного тетраэдра являются плоско-
сти, проходящие через его рёбра и сере-
дины противолежащих рёбер. Число та-
ких плоскостей равно 6; б) как было пока-
зано ранее, число плоскостей симметрии 
куба равно 9; в)* плоскостями симме-
трии октаэдра являются плоскости, про-
ходящие через противолежащие рёбра, а 
также плоскости, проходящие через сере-
дины противолежащих рёбер и перпен-
дикулярные плоскости, в которой лежат 
эти рёбра. Общее число таких плоскостей 
равно 9; г)* плоскостями симметрии ико-
саэдра являются плоскости, проходящие 
через противолежащие рёбра. Число та-
ких плоскостей равно 15; д)* плоскостями 
симметрии додекаэдра являются плоско-
сти, проходящие через противолежащие 
рёбра. Число таких плоскостей равно 15.

2.6*. Докажите, что у любого много-
гранника число граней с нечётным чис-
лом сторон чётно.

Р е ш е н и е. Предположим, что число 
граней с нечётным числом сторон нечёт-
но. Тогда общее число сторон в этих гра-
нях будет нечётным. Общее число сторон 
в гранях с чётным числом сторон чётно. 
Поэтому число сторон всех граней будет 
нечётно. Однако каждое ребро многогран-
ника является стороной ровно двух гра-
ней. При подсчёте сторон, входящих в 
грани, мы считали каждое ребро дважды, 
то есть число всех сторон должно быть 
чётным. Противоречие. Следовательно, 
число граней с нечётным числом сторон 
должно быть чётно.

2.7*. Докажите, что у любого много-
гранника число вершин, в которых схо-
дится нечётное число рёбер, чётно.

Р е ш е н и е. Каждое ребро многогран-
ника соединяет две его вершины. Поэто-
му суммарное число рёбер, выходящих из 
вершин многогранника, чётно. Следова-
тельно, число нечётных слагаемых в этой 
сумме должно быть чётным.

2.8*. Докажите, что для числа вершин 
(В), числа рёбер (Р) и числа граней (Г) 
многогранника выполняются неравен-
ства: 3В ≤ 2Р, 3Г ≤ 2Р.

Р е ш е н и е. В каждой вершине много-
гранника сходятся, по крайней мере, три 
ребра. Так как число рёбер, выходящих 
из всех вершин равно удвоенному числу 
рёбер многогранника, то выполняется не-
равенство 3В ≤ 2Р. Аналогично, каждая 
грань многогранника имеет, по крайней 
мере, три стороны. Так как число сторон 
во всех гранях равно удвоенному числу 
рёбер многогранника, то выполняется не-
равенство 3Г ≤ 2Р.

2.9*. Докажите, что у любого много-
гранника найдутся, по крайней мере, две 
грани с одинаковым числом сторон. 

Р е ш е н и е. Рассмотрим грань много-
гранника с наибольшим числом сторон. 
Обозначим это число сторон n. К этой 
грани примыкают n граней, числа сто-
рон которых могут быть 3, …, n. Таких 
чисел n – 2. Следовательно, среди этих n 
граней найдутся грани, имеющие одина-
ковое число сторон.

2.10*. Докажите, что у любого много-
гранника есть, по крайней мере, две вер-
шины, в которых сходится одинаковое 
число рёбер. 

Р е ш е н и е. Рассмотрим вершину мно-
гогранника с наибольшим числом рёбер. 
Обозначим это число рёбер n. Концами 
этих рёбер являются n вершин. Числа 
рёбер, выходящих из этих вершин, могут 
быть 3, …, n. Таких чисел n – 2. Следо-
вательно, среди этих n вершин найдутся 
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вершины, в которых сходится одинаковое 
число рёбер.

3. Теорема Эйлера
Решение большого класса комбинатор-

ных задач по геометрии основывается на 
теореме Эйлера о числе вершин, ребер и 
граней выпуклого многогранника.

Теорема Эйлера. Для любого выпу-
клого многогранника имеет место равен-
ство В – Р + Г = 2,
где В — число вершин, Р — число рёбер, 
Г — число граней данного многогранни-
ка.

Доказательство этой теоремы можно 
посмотреть, например, в учебнике [1] или 
в книге [4].

Приведём несколько задач на приме-
нение теоремы Эйлера.

3.1. Гранями выпуклого многогранни-
ка являются только треугольники. Сколь-
ко у него вершин (В) и граней (Г), если 
он имеет: а) 6 рёбер; б) 12 рёбер; в) 30 
рёбер?

Р е ш е н и е. Так как гранями являются 
только треугольники, то имеет место ра-
венство 3Г = 2Р. По теореме Эйлера име-
ет место равенство 3В – 3Р + 3Г = 6, из 
которого вытекает равенство 3В = Р + 6.  
Следовательно: а) В = 4, Г = 4; б) В = 6, 
Г = 8; в) В = 12, Г = 20. Примерами та-
ких многогранников являются: а) тетра-
эдр (рис. 2, а); октаэдр (рис. 2, б); в) ико-
саэдр (рис. 2, в).

3.2. Гранями выпуклого многогранни-
ка являются только четырёхугольники. 
Сколько у него вершин и граней, если 
число рёбер равно 12? 

Р е ш е н и е аналогично предыдущему. 
Так как гранями являются только четы-
рёхугольники, то имеет место равенство 
4Г = 2Р. По теореме Эйлера имеет место 
равенство 4В – 4Р + 4Г = 8, из которого 

вытекает равенство 2В = Р + 4. Следо-
вательно, В = 8, Г = 6. Примером такого 
многогранника является куб (рис. 2, г).

3.3. Гранями выпуклого многогран-
ника являются только пятиугольники. 
Сколько у него вершин и граней, если 
число рёбер равно 30? 

Р е ш е н и е аналогично предыдущему. 
Так как гранями являются только пятиу-
гольники, то имеет место равенство 5Г = 2Р.  
По теореме Эйлера имеет место равенство 
5В – 5Р + 5Г = 10, из которого вытекает ра-
венство 5В = 3Р + 10. Следовательно, В = 20,  
Г = 12. Примером такого многогранника 
является додекаэдр (рис. 2, д).

3.4. В каждой вершины выпуклого мно-
гогранника сходится три ребра. Сколько 
он имеет рёбер (Р) и граней (Г), если чис-
ло вершин (В) равно 20?

Р е ш е н и е. Так как в каждой верши-
ны многогранника сходится три ребра, то 
3В = 2Р. По теореме Эйлера имеет место 
равенство 6В – 6Р + 6Г = 12, из которого 
вытекают равенства 6Г = 2Р + 12 = 3В + 12.  
Значит, Г = 12, Р = 30. Примером та-
кого многогранника является додекаэдр 
(рис. 2, д).

3.5. В каждой вершине выпуклого мно-
гогранника сходится по четыре ребра. 
Сколько он имеет вершин и граней, если 
число рёбер равно 12?

Р е ш е н и е аналогично предыдущему. 
Так как в каждой вершины многогран-
ника сходится четыре ребра, то 4В = 2Р. 
По теореме Эйлера имеет место равенство  
4В – 4Р + 4Г = 8, из которого вытекает ра-
венство 4Г = 2Р + 8. Следовательно, Г = 8,  
В = 6. Примером такого многогранника 
является октаэдр (рис. 2, б).

3.6. В каждой вершине выпуклого мно-
гогранника сходится пять треугольников. 
Сколько у него вершин (В), рёбер (Р) и 
граней (Г)?
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Рис. 3

Р е ш е н и е. Имеют место равенства: 
5В = 2Р, 3Г = 2Р. По теореме Эйлера име-
ет место равенство 15В – 15Р + 15Г = 30, 
из которого вытекает равенство Р = 30. 
Следовательно, В = 12, Г = 20. Примером 
такого многогранника является икосаэдр 
(рис. 2, в).

3.7. В каждой вершине выпуклого мно-
гогранника сходится три пятиугольника. 
Сколько у него вершин (В), рёбер (Р) и 
граней (Г)?

Р е ш е н и е аналогично предыдущему. 
Имеют место равенства: 3В = 2Р, 5Г = 2Р. 
По теореме Эйлера имеет место равенство 
15В – 15Р + 15Г = 30, из которого вытекает 
равенство Р = 30. Следовательно, В = 20,  
Г = 12. Примером такого многогранника 
является додекаэдр (рис. 2, д).

3.8. В каждой вершине выпуклого мно-
гогранника сходится два треугольника и 
два: а) четырёхугольника; б) пятиуголь-
ника. Сколько у него вершин (В), рёбер 
(Р) и граней (Г)?

Р е ш е н и е. Рассмотрим случай а). 
Обозначим Г3, Г4 — числа треугольных и 
четырёхугольных граней соответственно. 
Тогда Г = Г3 + Г4. 3Г3 = 2В = 4Г4,  
4В = 2Р. В силу теоремы Эйлера имеет 
место равенство В – Р + Г = 2.  Подста-
вим в него выражения для Р и Г через В. 

Получим 2 1B 2B B B 2.
3 2

− + + =  Откуда на-

ходим В = 12, Р = 24, Г3 = 8, Г4 = 6,  
Г = 14. Один из таких многогранников 
показан на рисунке 3, а.

Аналогичным образом рассматривает-
ся случай б). Обозначим Г3, Г5 — числа 
треугольных и пятиугольных граней со-
ответственно. Тогда Г = Г3 + Г5. 3Г3 =  
= 2В = 5Г5, 4В = 2Р. В силу теоремы Эй-
лера имеет место равенство В – Р + Г = 2. 
Подставим в него выражения для Р и Г 

через В. Получим 2 2B 2B B B 2.
3 5

° − + + =  

Откуда находим В = 30, Р = 60, Г3 = 20, 
Г5 = 12, Г = 32. Один из таких многогран-
ников показан на рисунке 3, б.

3.9. В каждой вершине выпуклого мно-
гогранника сходится четыре треугольни-
ка и: а) четырёхугольник; б) пятиуголь-
ник. Сколько у него вершин (В), рёбер (Р) 
и граней (Г)?

Р е ш е н и е аналогично предыдущему. 
Рассмотрим случай а). Обозначим Г3, Г4 
— числа треугольных и четырёхугольных 
граней соответственно. Тогда Г = Г3 + Г4. 
3Г3 = 4В, 4Г4 = В, 5В = 2Р. В силу теоре-
мы Эйлера имеет место равенство  
В – Р + Г = 2. Подставим в него выраже-
ния для Р и Г через В. Получим 

5 4 1B B B B 2.
2 3 4

° − + + =  Откуда находим  

В = 24, Р = 60, Г = 38. Рассмотрим случай 
б). Обозначим Г3, Г5 — числа треуголь-
ных и пятиугольных граней соответствен-
но. Тогда Г = Г3 + Г5. 3Г3 = 4В, 5Г5 = В, 
5В = 2Р. В силу теоремы Эйлера имеет 
место равенство В – Р + Г = 2.  Подста-
вим в него выражения для Р и Г через 

В. Получим 5 4 1B B B B 2.
2 3 5

° − + + =  Отку-

да находим В = 60, Р = 150, Г = 92. При-
меры таких многогранников показаны на 
рисунке 4. 
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Рис. 4

3.10. В каждой вершине выпукло-
го многогранника сходится треугольник, 
два четырёхугольника и пятиугольник. 
Сколько у него вершин (В), рёбер (Р) и 
граней (Г)?

Р е ш е н и е аналогично предыдущему. 
Обозначим Г3, Г4, Г5 — числа треугольных, 
четырёхугольных и пятиугольных граней 
соответственно. Тогда Г = Г3 + Г4 + Г5.  
3Г3 = В, 4Г4 = 2В, 5Г5 = В, 4В = 2Р. В си-
лу теоремы Эйлера имеет место равен-
ство В – Р + Г = 2.  Подставим в него 
выражения для Р и Г через В. Получим 

1 1 1B 2B B B B 2.
3 2 5

° − + + + =  Откуда нахо-

дим В = 60, Р = 120, Г = 62. Пример та-
кого многогранника показан на рисун-
ке 5.

 Рис. 5 Рис. 6

3.11*. Докажите, что для числа вер-
шин В и числа граней Г выпуклого мно-
гогранника выполняются неравенства  
В + 4 ≤ 2Г ≤ 4В – 8.

Р е ш е н и е. В силу соотношения Эйле-
ра, имеем 2Г = 4 – 2В + 2Р. Воспользуемся 
неравенствами 2Р ≥ 3В и 2Р ≥ 3Г из задачи 
2.7. Получим 2Г = 4 – 2В +2Р ≥ 4 – 2В +3В = 
= 4 + В; 2Г = 4 – 2В + 2Р ≥ 4 – 2В + 3Г 
и, следовательно, Г ≤ 2В – 4.

3.12*. Докажите, что в любом выпу-
клом многограннике есть треугольная 
грань или в какой-нибудь его вершине 
сходятся три ребра.

Р е ш е н и е. Обозначим Гn — число 
n-угольных граней, Вn — число вершин, в 
которых сходится n рёбер. Предположим, 
что Г3 = 0, В3 = 0. Тогда 

2Р = 4Г4 + 5Г5 + … ≥ 4Г, 2Р = 
= 4В4 + 5В5 + … ≥ 4В.

Следовательно, будет выполняться не-
равенство 4В – 4Р + 4Г ≤ 0, что противо-
речит соотношению Эйлера. Поэтому или 
Г3 ≠ 0, или В3 ≠ 0.

3.13*. Докажите, что в любом выпу-
клом многограннике найдётся грань, у 
которой менее шести сторон.

Р е ш е н и е. Предположим, что грани 
выпуклого многогранника имеют более 
пяти сторон. Тогда 

2Р = 6Г6 + 7Г7 + … ≥ 6Г, 2Р = 
= 3В3 + 4В4 + … ≥ 3В.

Следовательно, 6В – 6Р + 6Г ≤ 2Р – 6Р +  
+ 4Р = 0, что противоречит соотношению 
Эйлера.

3.14*. Гранями выпуклого многогран-
ника являются пятиугольники и шестиу-
гольники, а в каждой вершине сходится 
три ребра (рис. 6). Сколько у него пятиу-
гольных граней?

Р е ш е н и е. Пусть Г5 и Г6 — число пя-
тиугольных и шестиугольных граней со-
ответственно. Тогда Г = Г5 + Г6. Так как 
в каждой вершине сходится три ребра, 
то 3В = 2Р. Кроме того, 2Р = 5Г5 + 6Г6. 
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По теореме Эйлера 6В – 6Р + 6Г = 12, 
значит, 6Г – 2Р = 12. Следовательно,  
6Г5 + 6Г6 – (5Г5 + 6Г6) = 12, значит,  
Г5 = 12.
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