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Начнём с наиболее простого случая – 
точки пересечения медиан. Рассмотрим 
треугольник ABC, вписанный в окруж-
ность (рис. 1). 

Рис. 1

Обозначим M точку пересечения ме-
диан AA1, BB1, CC1 данного треугольни-
ка. Зафиксируем положение стороны AB 

и предположим, что вершина C переме-
щается по окружности и делает полный 
оборот. Выясним, какую траекторию бу-
дет описывать точка пересечения медиан 
этого треугольника.

Так как отношение C1M : C1C равно 
1 : 3, то  точки M получаются гомотетией 
точек C с центром в точке C1 и коэффици-

ентом 
1
3

 (рис. 2).
Если вершина C перемещается по 

окружности и делает полный оборот, то 
точка M будет описывать окружность, по-
лучающуюся из исходной окружности го-
мотетией с центром C1 и коэффициентом  1
3

 без точек пересечения этой окружности 
с отрезком AB (в таком случае треуголь-
ник ABC вырождается). Радиус такой 
окружности равен одной третьей радиуса 
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 4
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исходной окружности.
Рассмотренную траекторию можно 

получить в компьютерной программе 
GeoGebra, об использовании которой на-, об использовании которой на-
писано в статьях [1, 2] и пособии [3].

Для этого нужно:
1) с помощью инструмента «Окруж-

ность по центру и радиусу» построить 
окружность;

2) с помощью инструмента «Многоу-
гольник» построить треугольник, вписан-
ный в эту окружность;

3) с помощью инструмента «Середина 
или центр» отметить середины сторон 
данного треугольника;

4) посредством инструмента «Отрезок» 
провести медианы; 

5) с помощью инструмента «Пересече-
ние» получить точку пересечения меди-
ан;

6) в свойствах этой точки выбрать стро-
ку «Оставлять след».

При перемещении вершины треуголь-
ника по окружности точка пересечения 
медиан будет перемещаться, и её след 
даст искомую траекторию (рис. 3).

Рассмотрим теперь точку O пересече-
ния биссектрис AA1, BB1, CC1 треуголь-
ника ABC, вписанного в окружность 
(рис. 4). 

Зафиксируем положение стороны AB 
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и предположим, что вершина C переме-
щается по окружности и делает полный 
оборот. Выясним, какую траекторию будет 
описывать точка пересечения биссектрис 
этого треугольника.

Пусть меньшая дуга окружности, стя-
гиваемая отрезком AB, составляет 2φ°. 
Предположим, что точка C, перемещаясь 
по окружности, проходит большую дугу 
окружности, стягиваемую стороной AB. 
Так как угол C равен φ°, то угол AOB ра-

вен 90
2
ϕ°

° +  (рис. 5). Значит, точка O при-
надлежит дуге некоторой окружности, 
стягивающей хорду AB, без самих точек A 
и B. Соответствующий вписанный угол 
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Рис. 5 Рис. 6

этой окружности, опирающийся на дан-

ную дугу, равен 90 .
2
ϕ°

° −  Следовательно, 
соответствующий центральный угол ра-
вен 180° – φ°, и центром окружности яв-
ляется точка P пересечения меньшей дуги 
исходной окружности с серединным пер-
пендикуляром к отрезку AB.

Таким образом, если точка C, переме-
щаясь по окружности, проходит большую 
дугу окружности, стягиваемую стороной 
AB треугольника, то точка O описывает 
дугу окружности с центром в точке P и цен-
тральным углом APB, равным 180° – φ°. 
Радиус этой окружности равен

.
2cos

2
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Аналогично, если точка C, перемеща-
ясь по окружности проходит меньшую ду-
гу окружности, стягиваемую стороной AB, 
то угол C равен 180° – φ°. Угол AOB равен 

180
2
ϕ°

° −  (рис. 6). Значит, точка O при-
надлежит дуге некоторой окружности, 
стягивающей хорду AB, без самих точек A 
и B. Соответствующий вписанный угол 
этой окружности, опирающийся на дан-

ную дугу, равен .
2
ϕ°

 Следовательно, соот-
ветствующий центральный угол равен φ°. 
Значит, центром этой окружности являет-
ся точка Q пересечения большей дуги ис-
ходной окружности с серединным перпен-
дикуляром к отрезку AB.

Таким образом, если точка C, переме-
щаясь по окружности, проходит меньшую 
дугу окружности, стягиваемую стороной 
AB треугольника, то точка O описывает 
дугу окружности с центром в точке Q и 
центральным углом AQB, равным φ°. Ра-
диус этой окружности равен

.
2sin

2

AB
ϕ°

Окончательно получаем, что искомая 
траектория точки пересечения биссектрис 
треугольника ABC состоит из двух дуг 
окружностей, изображённых на рисунке 
7, без их концов.

Аналогично тому, как это было сделано 
для точки пересечения медиан, описан-
ную траекторию можно получить в ком-
пьютерной программе GeoGebra (рис. 8),

Рассмотрим теперь точку H пересече-
ния высот AA1, BB1, CC1 или их продол-

A

A1

B1

B

C

O

P

Q

C1 A
A1B1

B

C

C1

O

Q

P



40 Математика в школе  6 / 2020

 Любое распространение материалов журнала, в т.ч. архивных номеров, возможно только с письменного согласия редакции.

Рис. 7 Рис. 8
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жений треугольника ABC, вписанного в 
окружность (рис. 9).

Рис. 9

Зафиксируем положение стороны AB 
и предположим, что вершина C переме-
щается по окружности и делает полный 
оборот. Выясним, какую траекторию будет 
описывать точка пересечения высот или 
их продолжений этого треугольника.

Угол AHB равен 180° – ∠С. Следова-
тельно, он является вписанным углом для 
окружности, симметричной данной отно-
сительно прямой AB.

Предположим, что точка C, перемеща-
ясь по окружности делает полный обо-

рот. В этом случае точка H будет описы-
вать окружность, симметричную данной 
окружности относительно прямой AB, без 
самих точек A и B (рис. 10). Радиус этой 
окружности равен радиусу данной окруж-
ности.

Заметим, что окружность, описывае-
мая точкой H, получается параллель-
ным переносом исходной окружности в 
направлении, перпендикулярном пря-
мой AB. Следовательно, длина отрезка 
CH не зависит от положения вершины 
C. В частности, для прямоугольного тре-
угольника ABC (рис. 11) точка H совпа-
дает с точкой B, и имеет место формула 
CH = AB · ctg∠ACB. Значит, эта формула 
имеет место для любого положения вер-
шины C треугольника ABC.

По аналогии с тем, как это было сде-
лано для точки пересечения медиан, по-
строенную траекторию можно получить 
в компьютерной программе GeoGebra и 
убедиться в том, что длина отрезка CH 
не зависит от положения вершины C на 
окружности (рис. 12),

Рассмотрим ситуацию, при которой сто-
рона AB треугольника ABC фиксирована, 
а вершина C перемещается по прямой, 
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Рис. 10 Рис. 11

Рис. 13

Рис. 14

Рис. 12
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параллельной прямой AB. Выясним, ка-
кую траекторию будет описывать точка H 
пересечения высот AA1, BB1, CC1 или их 
продолжений (рис. 13).

Введём систему координат, считая точ-
ку A в этой системе началом координат с 
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координатами (0, 0) и B(b, 0), C(x, c). Тог-
да вектор AC



 имеет координаты (x, c). Он 
является вектором нормали прямой, со-
держащей высоту BB1. Следовательно, 
уравнение этой прямой имеет вид 
x(x – b) + cy = 0, или

2
.bx xy

c
−

=

Последнее уравнение задаёт парабо-
лу. Таким образом, траекторией, которую 
описывает точка H, является парабола 
(рис. 14).

Данную траекторию можно получить 
как след точки H в программе GeoGebra 
(рис. 15).

Попробуйте самостоятельно выяснить, 
какие траектории описывают точка пе-
ресечения медиан и точка пересечения 
биссектрис треугольника ABC, когда вер-
шина C перемещается по прямой, парал-
лельной прямой AB.

Получите эти траектории в программе 
GeoGebra.
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